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研究背景

在上世纪的弦理论研究中，人们发现在 Type IIA,B 型超弦理论的紧致化里面，不同
的两个 Calabi-Yau 流形可能得到相同的紧致理论 [1]，这随后被表达为两个不同的
N = 2 超共形场论（SCFT）的对应关系或两个 Calabi-Yau 流形的对应关系。
由于对应的两个 Calabi-Yau 流形的 Hodge 菱形（Hodge Diamond）的镜像性质，这
样的对应关系称为镜像对称性（Mirror Symmetry）。若干研究表明镜像对称性是
Calabi-Yau 甚至其他流形的一般性的对应关系。[2]
我将从镜像对称性的物理起源出发，叙述镜像对称性在物理的一般表达和证明，讨
论镜像对称性的构造，叙述镜像对称性在物理中的更多应用，讨论镜像对称性的其
他数学结构。



研究方法

本研究是镜像对称性的发展与应用在相关理论中的综述，我通过阅读前人的文献和
书籍并以叙述性的语言整理，在整理的过程中学习镜像对称性和与其相关的拓扑弦
理论，超对称场论和相关的数学结构。



N = (2, 2) 代数与镜像对称性

镜像对称性最一般的来自于 N = (2, 2) 代数的对称性，对生成元为
{Q±, Q̄±,H,P,M} 的 N = (2, 2) 代数

Q2
± = Q̄2

± = 0

{Q±, Q̄±} = H± P
{Q̄+, Q̄−} = Z, {Q+,Q−} = Z∗

{Q−, Q̄+} = Z̃, {Q+, Q̄−} = Z̃∗

[iM,Q±] = ∓Q∓, [iM, Q̄±] = ∓Q̄± (1)

与及其相关的 R 对称性（R-Symmetry）的代数

[iFV,Q±] = −iQ±, [iFV, Q̄±] = iQ̄±

[iFA,Q±] = ∓iQ±, [iFA, Q̄±] = ±iQ̄± (2)



N = (2, 2) 代数与镜像对称性

在进行如下称为镜像自同构的代数生成元交换时，代数关系不发生变化：

Q− ←→ Q̄−

FV ←→ FA

Z←→ Z̃
(3)



N = (2, 2) 代数与镜像对称性

同时我们还有两种只改变 P→ −P, M→ −M 的变换，称为 A 和 B 宇称（A,B
Parity），其中 A 宇称定义为

Q− ↔ Q̄+, Q̄− ↔ Q+

FV → −FV,Z↔ Z∗ (4)

B 宇称定义为

Q− ↔ Q+, Q̄− ↔ Q̄+

FA → −FA, Z̃↔ Z̃∗ (5)

而这两个变换在镜像自同构下互换



N = (2, 2) 超对称理论与镜像对称性

Hori 和 Vafa 给出了镜像对称性用与 N = (2, 2) 超对称理论的物理证明 [3]，他们通
过论证线性 Sigma 模型（GLSM）在低能下有效理论为 Toric 簇（Toric Variety）作
为 Target Space 的非线性 Sigma 模型，同时论证线性 Sigma 模型在进行 T duality
时会得到有如下 twisted superpotential 的 Landau-Ginzburg 模型，证明了非线性
Sigma 模型和 Landau-Ginzburg 模型的对应。（以 CPn−1 为例）

W̃ = e−Y1 + · · ·+ e−Yn−1 + eY1+···+Yn−1−t (6)

由于使得 R 对称性（R Symmetry）无量子反常的非线性 Sigma 模型和
Landau-Ginzburg 模型均要求 target space 为 Calabi-Yau 流形，这样的对偶性意味着
两个 Calabi-Yau 流形的对偶性。他们进一步说明了可以通过添加更多约束来使得两
个模型的 Target space 为 Toric 簇中的超曲面 [3]，这意味着这样的 Calabi-Yau 流形
可以是 Local Calabi-Yau 流形。



N = (2, 2) 超共形理论与镜像对称性

人们也可以用世界面超对称（Worldsheet Supersymmetry）来进一步说明 Calabi-Yau
流形之间对应的细节，这是通过论证 N = (2, 2) 超共形理论的 chiral 和 anti-chiral
环与 Dolbeault 上同调环的同构，以及利用 N = (2, 2) 超共形理论的谱流（Spectral
Flow）进行的。经过 chiral 和 anti-chiral ring 的关系

Rp,q
cc ←→ Hp,q(M)←→R−p,q

ac (7)

说明了
Hp,q(M) ≃ Hn−p,q(M) (8)

意味着对 Hodge 菱形的“镜像”



图: Hodge 菱形



镜像对称性与计数几何

人们引入了 Topological Twist 来使得 N = (2, 2) 超对称理论只保留 Target Space 的
拓扑贡献 [4][6]，其中有 A，B 两类 Twist

M′
E = ME + Ri (RA = FV RB = FA) (9)

在这两类 Twist 下，利用超对称局部化原理，A twisted 的非线性 Sigma 模型和 B
twisted 的 Landau-Ginzburg 模型的关联函数分别只有全纯稳定（Stable）映射

∂z̄ϕ
i = 0 ϕ∗[Σ] = β (10)

和到 W 的极值点的常值映射

∂µϕ
i = 0 ∂iW = 0 (11)

而前者对应了数学上的 Gromov-Witten 不变量，后者则在特殊情况下可以精确计算。
这提供了计算 Gromov-Witten 不变量的新方式 [5]。人们随后将拓扑场论升级为拓扑
弦理论，得到了更多与其他理论的联系 [7][8][9][10][11]。



拓扑弦理论的更多联系

图: 拓扑弦理论的更多联系



镜像对称性的构造和解释

▶ Greene-Plesser 构造 [12]
在 [12] 中，Greene-Plesser 利用 P4 中的 5 次超曲面作为镜像对称的一侧，以这
个超曲面在

G = {(a0, . . . , a4) ∈ Z5
5|
∑

i
ai = 0} (12)

的作用后进行 singularity resolution 得到的 Calabi-Yau 作为镜像对称的另一侧，
构造了知名的 Quintic 例子。Candelas 后续详细计算了这个例子 [5]。这种构造
具有一定的一般性。

▶ Batyrev 构造 [13]
利用 Toric 簇的 polytope 表达推广了 Greene-Plesser 构造，并说明了
Greene-Plesser 构造是此时的特例。Batyrev 进一步证明了是 reflective polytope
的 Calabi-Yau Toric 簇的 polar polytope 对应着其镜像对称 Calabi-Yau，并自然
给出了任意维度 Toric Calabi-Yau 镜像对称性的构造。



镜像对称性的构造和解释

▶ Hori-Vafa 的证明也可以视作类似的构造，是 Batyrev 构造用线性 Sigma 模型的
表达。此时 A 模型是非线性 Sigma 模型而 B 模型是 Landau-Ginzburg 模型。非
线性 Sigma 模型的 Target Space 是一侧的 Toric 簇，Landau-Ginzburg 模型可以
视为增加了 twisted superpotential 约束的 Toric 簇。

▶ 此外人们也有 Berglund-Hübsch-Krawitz 构造等在 Toric 簇上的构造方式 [14]，
[15]。Berglund-Hübsch-Krawitz 构造推广了 Hori-Vafa 构造使其 A，B 模型均为
Landau-Ginzburg 模型。

▶ 很多这些方法可以被推广到 Calabi-Yau 之外的一些空间，如 Fano 流形等
[19][20]。



镜像对称性的更一般解释

▶ Strominger-Yau-Zaslow Conjecture 与镜像对称性
在 [16] 中，Strominger-Yau-Zaslow 利用 special Lagrangian D 膜和 holomorphic
D 膜这两种特殊的 D 膜分别对应至 A 和 B 模型，并猜测对一对镜像对称的 n
维 Calabi-Yau，均可以视作有 n 维 torus 作为纤维的两个这样的 D 膜作为底空
间所构造得来的。而这两个 n-torus 以 T 对偶

R↔ 1

R (13)

相关联。
这个猜想不仅在数学上非常优美和具有一般性，更使得前文中的拓扑 A，B 模
型中有了 D 膜的参与。



镜像对称性的更一般解释

▶ Kontsevich Conjecture 与同调镜像对称性
在 [17] 中更一般的将镜像对称性推广到对一侧的 X 的 Lagrangian 子流形构成
的 Fukaya Category 和另一侧的 X̂ 的 coherent sheaves 的 Derived Category 的对
应关系，并命名为同调镜像对称性。

Fuk(X) ≃ Db
∞(X̂) (14)

尽管这更早且更一般，但除了少数例子 [18][21][22] 之外无法给出构造镜像对称
性的方法。
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